10.20 Klassifikation orthogonaler Endomorphismen

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Proposition: Fiir jeden orthogonalen Endomorphismus f von V gilt det(f) = £1.
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Satz: Fiir jeden orthogonalen Endomorphi s [ von V existiert eine geordnete Orthonormalbasis B
von V', beziiglich welcher die Darstellungsmatrix von f die folgende Blockdiagonalgestalt hat:

+1 oder v
= ( @k bk) mit ag, b, € R

—br ag
und aj + b7 = 1.

Gilt weiter det(f) = 1, so kann man alle 1 x 1-Blockdiagonaleintriage gleich 1 wéhlen.
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Definition: Sind alle Blockdiagonaleintrége ausser einem gleich 1, und ist dieser

(a) gleich —1, so heisst f eine Spiegelung (an einer Hyperebene).
(b) gleich ( e b’“) so heisst f eine Drehung um den Winkel + arg(ay + iby,).

Proposition: Jeder orthogonale Endomorphismus von V' ist eine Komposition von Spiegelungen. Insbe-

sondere ist die orthogonale Gruppe O(n) von Spiegelungen erzeugt.
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Definition: Ein orthogonaler Endomorphismus f mit det(f) = 1 heisst speziell orthogonal. Die Menge

SO(n) = SO, (R) aller orthogonalen n x n-Matrizen mit Determinante 1 heisst die spezielle orthogonale

Gruppe vom Grad n.

Proposition: Jeder spezielle orthogonale Endomorphismus ist eine Komposition von Drehungen. Insbe-

sondere ist die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) von Drehungen erzeugt.
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Proposition: Jedes Element von SO(3) ist eine Drehung.
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Folge: (,Satz vom Fussball“) In jedem Fussballspiel gibt es zwei Punkte auf der Oberfliche des Balls, die

beim Anstoss zur zweiten Halbzeit dieselbe Lage haben wie beim Anstoss zur ersten Halbzeit.

Bemerkung: Dass eine Katze sich in der Luft auf die Fiisse drehen kann, hingt unter anderem damit
zusammen, dass die Gruppe SO(3) nicht kommutativ ist.

Beispiel: Siehe §10.14.
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12.1 Multilineare Abbildungen Ao v eply o)
S

12 Multilineare Algebra

Definition: Betrachte K-Vektorraume Vi, ..., V, und W. Eine Abbildung

e:Vix. .. x Vo= W, (v1,...,0.) = o(vg,...,0.),

die in jeder Variablen v; separat linear ist, heisst multilinear. Die Menge aller solcher bezeichnen wir mit

Multg (Vi, ..., V. W).

Proposition: Dies ist ein Unterraum des Raums aller Abbildungen Vi x ... xV, — W.
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Spezialfall: Fiir r = 1 ist Multg (V; W) = Homg (V, W), vergleiche §5.9. Insbesondere ist Multx (V; K) =
Homg (V, K) = VV der Dualraum von V, vergleiche §5.10.
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Spezialfall: Fiir r = 2 heisst multilinear auch bilinear. Insbesondere ist Multx(V,V; K) der Raum aller

Bilinearformen auf V', vergleiche §10.3.




Proposition: (Funktorialitit) Lineare Abbildungen f;: V! — V; und g: W — W' induzieren eine lineare

Abbildung @
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Proposition: Betrachte Basen B; von V; sowie C' von W. Betrachte ein System von Koeffizienten af
K fir alle b; € B; und ¢ € C' mit der Eigenschaft Vb; € B;: |{c cClag , # 0}| < 00. Dann ex1stlert
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genau eine multilineare Abbildung ¢: V; x ... x V, — W so dass fiir alle b; € B; gilt:
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Umgekehrt hat jede multilineare Abbildung ¢: V; x...xV, — W diese Gestalt fiir eindeutige Koeffizienten
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Proposition: Fiir beliebige Vi, ..., V., W gilt, mit der Konvention oo -0 = 0:

dimg Multge(Vi, ..., Vs W) = (HdimK(mV)> - dim ().
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Folge:

(a) Esist Multg(Vy,...,V,; W) # 0 genau dann, wenn alle V;, W # 0 sind.

(b) Es ist Multg(V4,...,V,; W) # 0 und endlich-dimensional genau dann, wenn alle Vi, W # 0 und
endlich-dimensional sind.




12.2 Symmetrische und alternierende Abbildungen

Definition: Eine multilineare Abbildung ¢: V" — W heisst symmetrisch, wenn gilt

Yor, ..., € Vo €S, o(Vo1,. .., Vor) = p(V1,...,0).

Sie heisst alternierend, wenn gilt

Yoy, ...,v. € V: (Eli#z": v; :vi/) — o(v1,...,v.) = 0.

Die Menge aller solcher bezeichnen wir mit

Symp (V,W) bzw. Altl(V,W).

Proposition: Dies sind Unterrdume von Multg (V... , V;W).

Bemerkung: Da jede Permutation ein Produkt von Transpositionen benachbarter Indizes ist, ist ¢ sym-
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metrisch genau dann, wenn gilt

i
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Vor,...,0, € VV2<Ki < o(ug, .o, 0ime, U, Vim1, Uig1,y -« -, Up) = @(V1, ..., 0p).




